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淡中范畴的两个实例

傅颢硕

2020 年 6 月 13 日
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

主要例子
定义
定理

广群

定义.
k: 域, S: k 上概型, 一个 S 上的广群 (groupoid) 是:

S 上概型 G,
两个态射 b, s : G→ S,
S × S 上的复合态射 ◦ : G×sSb G→ G.

满足对所有 k 上的概型 T , 由
(S(T ) = Hom(T, S), G(T ) = Hom(T, S), s, b, ◦)

构成的范畴为广群, 其中 S(T ) 为对象, G(T ) 为态射.
利用米田引理: 存在 S × S 上的单位态射 ε : S → G 和
逆态射 “− 1” : G→ G, 满足广群该有的性质.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

主要例子
定义
定理

广群的表示

定义.
S 上的一个广群 G 的表示是 V ∈ Qcoh(S), 具有 G 的作用.
即存在 G 上的同构 u : s∗V

∼−→ b∗V 满足群作用的限制:
ε∗u 为恒同,
u 在 ◦ : G×sSb G→ G 的拉回是 pr∗1u ◦ pr∗2u.

对于每个 S 上的概型 T , 一个表示 V 给出, 广群
(S(T ), G(T ), s, b, ◦) 的表示:
对象 t : T → S 的像为 t∗V ,
态射 g : G→ S 的像为 g∗u : s(g)∗V → b(g)∗V .

记这样构成的范畴为 Rep(S : G).
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主要例子
定义
定理

广群的表示
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(S(T ), G(T ), s, b, ◦) 的表示:
对象 t : T → S 的像为 t∗V ,
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主要例子
定义
定理

关联的 gerbe

S 上的一个广群, 自然成为范畴 Sch/k 上的一个纤维范畴,
这是一个预叠 (prestack). 记其在 fpqc 拓扑下的叠化为 GS:G.
对于一个 Sch/k 上的纤维范畴 F , 它的一个表示为
Sch/k 上的函子 F → Qcoh/k.
故: 对所有 k 概型 T , 有映射 F(T )→ Qcoh(T ).
根据叠化的性质知, Rep(GS:G) ' Rep(S : G).

回忆一个 gerbe 是取值在广群中的叠, 使得
其中任意两个对象都是局部同构的.
可以证明 GS:G 是一个 gerbe 当且仅当
态射 (s, b) : G→ S × S 是 fpqc 拓扑下的覆盖.
此时称广群 G 是传递的.
由传递性知每个 G 的表示都是 S 上局部自由的层.
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主要例子
定义
定理

关联的 gerbe

S 上的一个广群, 自然成为范畴 Sch/k 上的一个纤维范畴,
这是一个预叠 (prestack). 记其在 fpqc 拓扑下的叠化为 GS:G.
对于一个 Sch/k 上的纤维范畴 F , 它的一个表示为
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故: 对所有 k 概型 T , 有映射 F(T )→ Qcoh(T ).
根据叠化的性质知, Rep(GS:G) ' Rep(S : G).
回忆一个 gerbe 是取值在广群中的叠, 使得
其中任意两个对象都是局部同构的.
可以证明 GS:G 是一个 gerbe 当且仅当
态射 (s, b) : G→ S × S 是 fpqc 拓扑下的覆盖.
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由传递性知每个 G 的表示都是 S 上局部自由的层.
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主要例子
定义
定理

淡中范畴

这里采用Deligne 1990中的记号.

定义.

设 k 为域, 称一个 k-张量范畴 (tensor category) 为
k-线性范畴 C 及函子 ⊗ : C × C → C 满足:

1 (C,⊗) 为对称幺半范畴并有单位 1.
2 对所有 X ∈ C, 存在对象 X∨ 及态射 δ : 1→ X∨ ⊗X 和

ev : X ⊗X∨ → 1 满足:
X

id⊗δ−−−→ X ⊗X∨ ⊗X
ev⊗id−−−→ X 和 X∨ δ⊗id−−−→ X∨ ⊗X ⊗X∨ id⊗ev−−−→ X∨

均为同构.
3 C 为阿贝尔范畴.
4 态射 k

∼−→ Hom(1, 1) 为同构.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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主要例子
定义
定理

淡中范畴 (续)

定义.
对于两个满足条件 (1) 的范畴 T , T ′, 函子 F : T → T ′ 为
张量函子 (⊗-functor) 如果

保持乘法即有同构 F (X)⊗ F (Y )→ F (X ⊗ Y ),
保持结合律, 交换律以及单位.

一个张量范畴 T 上的纤维函子 (fiber functor) 是一个
正合的张量函子 F : T → Qcoh(S) 其中 S 为 k-概型.
称一个张量范畴 T 为淡中范畴 (tannakian category) 如果
存在一个纤维函子 ω : T → Qcoh(S) 使得 S 6= ∅.

若 u : T → S 为 k-概型态射, ω : T → Qcoh(S) 纤维函子.
则 u∗ω : T → Qcoh(T ) 也为纤维函子.
因此任意淡中范畴 T 上总存在一个纤维函子
ω : T → Vect(K), 其中 K 为 k 上的代数闭域.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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主要例子
定义
定理

纤维函子的自同构

定义.
T : 淡中范畴, ω1, ω2 : T → Qcoh(S): 纤维函子,
用 Isom⊗

S (ω1, ω2) 表示 ω1 到 ω2 的同构所构成的集合.
用 Isom⊗

S (ω1, ω2) 表示 (Sch/S)fpqc 上的层:
Isom⊗

S (ω1, ω2)(u : T → S) = Isom⊗
T (u

∗ω1, u
∗ω2)

被 S 上的一个仿射概型所表示. 记 Aut⊗S (ω) = Isom⊗
S (ω, ω).

对于一个淡中范畴 T 上的两个纤维函子 ωi : T → Si, i = 1, 2.
定义 Isom⊗

k (ω1, ω2) 为 Isom⊗
S1×S2

(pr∗1ω1,pr∗2ω2), 及
Aut⊗k (ω) = Isom⊗

k (ω, ω).

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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主要例子
定义
定理

定理

定理. (Deligne 1990)
T : k 上的淡中范畴, ω : T → Qcoh(S): 纤维函子, 其中 S/k 6= ∅.
则

广群 Aut⊗k (ω) 在 S × S 上忠实平坦.
ω 诱导范畴同构 T ∼−→ Rep(S : Aut⊗k (ω)).
反过来, 设 G 为 S 6= ∅ 上的广群,
在 S × S 上仿射且忠实平坦.
设 ω 为 Rep(S : G) 上忘记 G 作用的纤维函子,
则 ω 诱导广群同构: G

∼−→ Aut⊗k (ω).

傅颢硕 淡中范畴的两个实例



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

主要例子
定义
定理

证明简述

定理. (Barr-Back)
设 (L,R) 为一对伴随函子, 给出映射 LR→ id, id→ RL,
记 F = LR, 则 LA→ LRLA = F (LA) 给出 LA 的 F 余作用.
如果 L : A → B 满足对任意两个态射 (f, g) : A ⇒ A′ 有核当
(Lf,Lg) 有核, 且若 K = ker(f, g) 则 LK = ker(Lf,Lg).
则 L 给出了 A 到具有 F 余作用的 B 的对象的范畴等价.

例
设 AMB 为 (A,B) 双模, 在 A 上忠实平坦, 在 B 上投影且
有限型, 则作为 B 模对偶 BM

∨
A 是 (B,A) 双模.

令 L : E → E ⊗A AMB 为右 A 模到右 B 模的函子, 其右伴随
R : F → F ⊗B BM

∨
A , 满足 Barr-Back 定理条件, 这给出

右 A 模到具有 BM
∨
A ⊗A AMB 的余作用的右 B 模的范畴等价.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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主要例子
定义
定理

证明简述 (续)

k: 交换环, B1, B2: k 代数. ωi : C → (Bi)ptf 为函子,
其中 (Bi)ptf 指右 Bi 模且射影有限型.
定义:(B1, B2) 双模 Lk(ω1, ω2) 具有以下泛性质:
对任意 X ∈ C, 均有态射 ω1(X)∨ ⊗ ω2(X)→ Lk(ω1, ω2)
且对任意 X,Y ∈ C, 有对应的交换图表.
构造: 使用余均衡子.
泛性质给出典范态射 Lk(ω1, ω3)→ Lk(ω1, ω2)⊗ Lk(ω2, ω3).
显然它满足结合律.
若记 Lk(ω) = Lk(ω, ω), 则这给出余乘法. 赋值映射给出余单位.
此外, ω(X)∨ ⊗ ω(X)→ Lk(ω) 给出 ω(X)→ ω(X)⊗ Lk(ω)
即 Lk(ω) 在 ω(X) 上的余作用.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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主要例子
定义
定理

证明简述 (续)

命题.
设 k 是一个域, A 是一个 k-线性 Abel 范畴, 使得
其对象有限长, 且 Hom 有限维.
对于 k 代数 B, ω : A → (B)ptf 为正合且忠实的函子,
则 ω 给出 A 到具有 Lk(ω) 余作用的有限型右 B 模的范畴等价.

证明.
对于 X ∈ A, 可以证明存在环 A 使得 〈X〉 ' (A)coh. 记
AMB = ω(A), 利用 ω 是正合的可以证得
ω|〈X〉 恰为映射 E → E ⊗A AMB.
由于 ω 是正合且忠实的, 故 M 在 A 上忠实平坦, 从而
Lk(ω|〈X〉) 给出范畴等价.
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主要例子
定义
定理

证明简述 (续)

证明 (续).
对于 Y ∈ 〈X〉 给出 〈Y 〉 ⊆ 〈X〉.
经过一番论证, 可以证明 Lk(ω|〈Y 〉)→ Lk(ω|〈X〉) 为单射,
且余核在 B 上平坦.
因为范畴 A 可以写作 〈X〉 的滤向极限, 而 Lk(ω) 也是
Lk(ω|〈X〉) 的归纳极限. 这就给出了结论.

当范畴 A 具有幺半结构, 且 ω 为一个张量函子, 由此可以给出
Lk(ω1, ω2)⊗ Lk(ω1, ω2)→ Lk(ω1, ω2).
若 A 同时是交换的且具有单位元, 则 Lk(ω1, ω2) 是一个交换的
B 代数. 此时 SpecLk(ω1, ω2) 表示了函子 Hom⊗

S (ω1, ω2), 其中
S = SpecB.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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主要例子
定义
定理

证明简述 (续)

最后要证明这样构造出来的是忠实平坦的.
对一个淡中范畴 T 及两个函子 Ti : C → T , 类似地定义
ΛT (T1, T2) 为 T1(X)∨ ⊗ T2(X) 的余尾 (coend), 为 Ind(T ) 中的
对象. 类似地, 设 Λk(T1, T2) = ΛT ⊗T (T1 × 1, 1× T2).
取 T : T ⊗ T → T , 则 T (Λk(id, id)) = ΛT (id, id), 且
ω(Λk(id, id)) = Lk(ω).
利用 ev : X∨ ⊗X → 1 给出 ΛT (id, id)→ 1,
以及 1→ ΛT (id, id) 说明其不为零.
最后只需说明对于淡中范畴 T 及 S = SpecB 上的纤维函子 ω,
只要 X ∈ Ind(T ) 不为零, 则 ω(X) 在 S 上忠实平坦.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

目录
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定理陈述
证明

预备

k: 代数闭域, G: k 上的约化群.
设 G 对应的根数据为 (X•, X•,∆,∆∨),
记 (X•, X

•,∆∨,∆) 对应的代数群为 Ĝ.
A 为一个特征零的域, 满足合适的上同调的系数.
如 A = Qℓ 或 k = C, A = Q.
F = k((t)),O = k[[t]]. 对于一个 k 上的环 R, 记
RF = R((t)), RO = R[[t]].
GF , GO 分别为 (Affk)fpqc 上的层:
GF (R) = G(RF ), GO(R) = G(RO).

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

仿射 Grassmannian

可以证明 GO 被一个概型所表示, 而 GF 被一个 Ind-概型所表示.
令 GrG = GF /GO. 它也被一个 Ind-概型所表示.
事实上, 将 G 嵌入到 GLn 中, 给出 GrG 到 GrGLn 中的嵌入.
对于 GLn, 可以直接构造 GrGLn 为
一族 Grassmannian 的闭子概型的归纳极限.
GrG 的另一个定义: 使用 Beauville-Laszlo 定理
设 X 为一条曲线, x ∈ X 为一个光滑的点, X∗ = X\{x}.
对于环 R, XR = X ⊗k R.

GrG(R) =

{
(E , β)

∣∣∣∣∣E是XR上的G-回旋子 (torsor)
β : E|X∗

R
→ E◦|X∗

R
为一个同构

}/
isom

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

GO 的作用

设 ev : GO → G 为将 t 映为 0 的态射.
取 (B, T ) 为一个 Borel 对, 而 I = ev−1B 为 GF 的 Iwahori 子群,
于是 GO 为 Parahori 子群. 这给出 Cartan 分解:
GO\GF /GO = W\(X• oW )/W = X+

• .
对于 λ ∈ X•, 给出 Gm → T 进而 Gm,F → TF .
记 tλ 为 t ∈ Gm,F 的像.
GO 左乘作用在 GrG 上, 其轨道由 X+

• 给出.
对于 λ ∈ X+

• , GOt
λGO/GO 给出了 GO 的所有轨道.

可以证明 GrλG = GOt
λGO/GO 是光滑且单连通的,

因此 PervGO(GrG, A) 中的单对象由 IC
GrλG
所给出.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

卷积

考虑映射
GrG×GrG

p←− GF ×GrG
q−→ GF ×GO GrG = GrG×̃GrG

m−→ GrG.
对于 F ,G ∈ PervGO(GrG, A), 存在唯一 GrG×̃GrG 上的
层 F�̃G 使得 p∗(F � G) = q∗(F�̃G).
记 F ? G = m∗(F�̃G), 称作 F 与 G 的卷积.

几何佐竹等价
F ? G ∈ PervGO(GrG, A),
这给出 PervGO(GrG, A) 的淡中范畴的结构,
上同调函子 H(GrG,−) : PervGO(GrG, A)→ Vect(A) 给出
该范畴到 Rep(ĜA, A) 的淡中范畴之间的等价.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

卷积

考虑映射
GrG×GrG

p←− GF ×GrG
q−→ GF ×GO GrG = GrG×̃GrG

m−→ GrG.
对于 F ,G ∈ PervGO(GrG, A), 存在唯一 GrG×̃GrG 上的
层 F�̃G 使得 p∗(F � G) = q∗(F�̃G).
记 F ? G = m∗(F�̃G), 称作 F 与 G 的卷积.

几何佐竹等价
F ? G ∈ PervGO(GrG, A),
这给出 PervGO(GrG, A) 的淡中范畴的结构,
上同调函子 H(GrG,−) : PervGO(GrG, A)→ Vect(A) 给出
该范畴到 Rep(ĜA, A) 的淡中范畴之间的等价.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

半单

第一步是证明范畴 PervGO(GrG, A) 是一个半单范畴.
对于 λ ∈ X+

• , 记 ICλ = IC
GrλG

.
只需证明 Hom(ICλ, ICµ[1]) = 0 对任意 λ, µ ∈ X+

• .
这是通过以下命题结合一点同调代数得到:

命题.
GrλG = tν≤λGrνG, dimGrλG = dimGrλG = 〈2ρ, λ〉,
其中 2ρ 为所有正根之和.
Hi(ICλ) = 0 除非 i 和 〈2ρ, λ〉 同奇偶.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

半单 (续)

对于第一部分,

证明.
方法一: 将 GF 看作 Kac-Moody 群, 而 GO 为
Parahori 子群, 使用旗簇的一般结果.
关于维数部分, 方法二: 直接计算在点 tλ 处的切空间.
方法三: 找到 GrλG 的一个开子群, 其由一部分
根所对应的单参子群所构成.
关于闭包部分, 方法二:
对于单根 α 满足 λ, λ− α∨ ∈ X+

• , 构造一条闭曲线 Cλ,α∨ ,
使得 Cλ,α\{tλ−α∨} ⊂ GrλG.
构造方法: 对于 SL2 的情况直接计算, 然后
将结果嵌入到一般的群中.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

半单 (续)

对于第二部分,

证明.
利用 Bruhat 分解, GrG = t

w∈W̃/W
IwGO/GO.

取 wλ ∈WtλW 使得 IwλGO/GO 在 GrλG 中开.
因此 ICλ = ICIwλGO/GO .
考虑 FlG = GF /I → GrG, 这是一个 G/B− 纤维丛.
将 IwλGO/GO 拉回得到 Iwλw◦I/I.
最后, 为了证明 ICIwI/I 满足条件, 考虑 IwI/I 的
Bott-Samelson 消解, 其每个纤维均为一个仿射空间.
根据分解定理知结论成立.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

卷积

第二步要证明当 F ,G ∈ PervGO(GrG) 时,
F ? G 仍然在 PervGO(GrG) 中.

这是通过仔细分析态射 m : GrG×̃GrG → GrG
的每个纤维的维数得到的.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

权函数

对于 U = [B,B] 为 B 的幂幺根, λ ∈ X•,
定义 Sλ = UF t

λGO/GO 为 UF 在 GrG 上作用的轨道.
可以证明有以下结果:

命题.
Sλ = tν≤λSν ;
记 2ρ∨ 为所有正余根之和, 它给出 Gm → T ↪→ G
诱导 Gm 在 GrG 上的作用. 则

Sλ =
{
x ∈ GrG

∣∣∣ lim
s→0

2ρ∨(s) · x = tλ
}
.

类似定义 U−
F 的轨道

Tλ =
{
x ∈ GrG

∣∣∣ lim
s→∞

2ρ∨(s) · x = tλ
}
.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

权函数 (续)-Braden’s hyperbolic localization theorem

定义.
设 Gm 作用代数簇 X 上, 作用记为 ρ : Gm ×X → X,
S ∈ D(X) 被称作是弱等变的, 如果
ρ∗S = L� S, 其中 L 为 Gm 上局部系.

定理. (Braden 2003)
设 X 为正规的. 令 F = XGm 为不动点,

X+ =
{
x ∈ X

∣∣∣ lim
s→0

s·x exists
}
, X− =

{
x ∈ X

∣∣∣ lim
s→∞

s·x exists
}
.

记 f± : F → X±, g± : X± → X,π± : X± → F .
若 S ∈ D(X) 为 Gm-弱等价的, 则有以下同构:

(f±)∗S = (π±)∗S, (f
±)!S = (π±)!S,

(f−)∗(g−)!S → (f+)!(g+)∗S.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

权函数 (续)
将该定理用到 GrλG 中, 则有

Hk
Tµ
(GrG, ICλ)

∼−→ Hk
c (Sµ, ICλ).

命题.
上式在 k 6= 〈2ρ, µ〉 时为零.

证明.
首先使用归纳法证明 λ ∈ X+

• , µ ∈ X• 时有
dimGrλG ∩ Sµ = 〈ρ, λ+ µ〉.
利用错致层的性质便可以得到当 F ∈ PervGO(GrG) 时
Hk

c (Sµ,F) = 0, k > 〈2ρ, µ〉.
同理有 Hk

Tµ
(GrG,F) = 0, k < 〈2ρ, µ〉.

结合上述同构得证.
傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定理陈述
证明

权函数 (续)
使用归纳法可以证明以下结果: 对于 F ∈ PervGO(GrG)

H
⟨2ρ,µ⟩
c (Sµ,F) = H

⟨2ρ,µ⟩
c (Sµ,F),

H
⟨2ρ,ν⟩
c (Sµ,F) = H

⟨2ρ,ν⟩
c (Sν ,F), ν ≤ µ,

H
⟨2ρ,µ⟩+odd
c (Sµ,F) = 0.

以及对于 Tµ 的类似结果.
因此, 若取 Fµ = H

⟨2ρ,µ⟩
c (Sµ,−), 则有 H(GrG,F) =

⊕
µ∈X•

Fµ(F).

这是直和分解, 因为有以下图表:

H
⟨2ρ,µ⟩
Tµ

(GrG,F) H⟨2ρ,µ⟩(GrG,F) H
⟨2ρ,µ⟩
c (Sµ,F)

H
⟨2ρ,µ⟩
Tµ

(GrG,F) H
⟨2ρ,µ⟩
c (Sµ,F)

∼

∼

∼

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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纯 motive 范畴

定理陈述
证明

相容性

期望证明上述的直和分解与层的卷积是相容的.
首先仿射 Grassmannian 的模空间的定义可以延拓到
一条光滑曲线 X 上, 即可以定义 GrG,X 为

GrG,X(R) =

{
(x, E , β)

∣∣∣∣∣x ∈ X(R), E是XR上的G-回旋子
β : E|XR\Γx

→ E◦|XR\Γx
为同构

}/
isom

类似得到 GrG,X2 , 它们称为 Beilinson-Drinfeld Grassmannian.
可以验证以下结果: 　

GrG,X2 |X2\∆ = (GrG,X ×GrG,X)|X2\∆.
GrG,X2 |∆ ' GrG,X .

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定理陈述
证明

相容性 (续)

类似可以定义 GrG,X×̃GrG,X
m−→ GrG,X2 .

其在 U = X2\∆ 上为恒同, 在 ∆ 上为卷积.
考虑 X = A1, 其基本群平凡, 故 GrG,X = GrG ×X,
因此一个 F ∈ PervGO(GrG) 给出 FX ∈ PervGO,X

(GrG,X).
同样可以定义相对版本的卷积, 即可以有 FX ?X GX .
可以看出, 其在 ∆ 上的纤维为 F ? G[2],
其在 U 上的纤维为 F � G[2].
这里利用了 GrG,X2 的结构中的同构.
Gm 在 GrG,X×̃GrG,X 上的不动点, 由 (tµ1 , tµ2)X2 所给出.
考虑它们在 m 下的像, 由于在 ∆ 的部分被粘起来了,
故所有连通分支由 µ ∈ X• 给出, 记它们为 Sµ(X

2).

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定理陈述
证明

相容性 (续)

Sµ(X
2) 在 ∆ 上的纤维是 Sµ,

而在 U 上的纤维为
⊔

µ1+µ2=µ
Sµ1 × Sµ2 .

考虑 FX ?X GX 及其上同调 H⟨2ρ,µ⟩−2
c (Sµ(X

2)/X2,FX ?X GX).
其在 ∆ 上的纤维是 H

⟨2ρ,µ⟩
c (Sµ,F ? G) = Fµ(F ? G).

而在 U 上的纤维为
H⟨2ρ,µ⟩

( ⊔
µ1+µ2=µ

Sµ1 × Sµ2 ,F � G
)
=

⊕
µ1+µ2=µ

Fµ1(F)⊗ Fµ2(G).

故只需证明这样的层是局部自由的. 而这是因为以下两点:
直和分解的图表在线对于 X2 的情况仍然成立. 这是因为
层同态是同构 (单射, 满射) 当且仅当其在每个纤维上成立.
层 Hk(GrG,X2 ,FX ?X GX) 是局部自由的.
这是通过两次态射分别前推都是局部自由层.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定理陈述
证明

相容性 (续)

Sµ(X
2) 在 ∆ 上的纤维是 Sµ,

而在 U 上的纤维为
⊔

µ1+µ2=µ
Sµ1 × Sµ2 .

考虑 FX ?X GX 及其上同调 H⟨2ρ,µ⟩−2
c (Sµ(X

2)/X2,FX ?X GX).
其在 ∆ 上的纤维是 H

⟨2ρ,µ⟩
c (Sµ,F ? G) = Fµ(F ? G).

而在 U 上的纤维为
H⟨2ρ,µ⟩

( ⊔
µ1+µ2=µ

Sµ1 × Sµ2 ,F � G
)
=

⊕
µ1+µ2=µ

Fµ1(F)⊗ Fµ2(G).

故只需证明这样的层是局部自由的. 而这是因为以下两点:
直和分解的图表在线对于 X2 的情况仍然成立. 这是因为
层同态是同构 (单射, 满射) 当且仅当其在每个纤维上成立.
层 Hk(GrG,X2 ,FX ?X GX) 是局部自由的.
这是通过两次态射分别前推都是局部自由层.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定理陈述
证明

得到根数据

记 SatG = PervGO(GrG).
由于 F = H(GrG,−) 将 SatG 映到
超向量空间 SVect(A),
简单修改交换限制得到 Vect(A) 的纤维函子.
淡中对偶得到 SatG 同构于 Rep(G̃, A).
由于 SatG 存在张量生成元, 故 G̃ 为代数的.
由于 SatG 不存在对象 X, 使得 〈X〉 在张量下不变,
故 G 是连通的.
由于范畴 SatG 是半单的知 G̃ 为约化群.
需要将 G̃ 和 Ĝ 等同起来.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定理陈述
证明

得到根数据 (续)

当 T 为环面 Gn
m 时,

容易得到 GrT 的约化结构为以 X•(T ) 为指标的点.
从而 SatT 为以 X•(T ) 为指标的向量空间.
此时结论 T̃ = T̂ 显然成立.
直和分解 F =

⊕
µ∈X•

Fµ 给出函子分解:
SatG → VectX•(A)→ Vect(A). 从而给出群同态 T̂ → G̃.
由于 G̃ 的所有表示以 X+

• 为指标, 故这是 G̃ 的极大环面.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定理陈述
证明

得到根数据 (续)

考虑 2ρ ∈ X• = X̃•, 作为一个余根,
给出 G̃ 的正根, 进而给出一个 Borel 子群, 包含 T̂ .
取 λ ∈ X+

• , 根据 ICλ 的计算得 λ 是 F (ICλ) 的最高权.
反之, 对于 G̃ 的权为 λ 的最高权单表示, 也一定来自于 X+

• .
因此 X+

• = X̃•+.

由前面计算得, F (ICλ)µ 非零仅当 µ ≤ λ. 这表明 X̃• 中的
根晶格 (root lattice)Q̃+ 等同于 Q∨

+.

这些信息便可以完全确定 G̃ 的根数据.
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纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

目录

1 淡中范畴

2 几何佐竹等价

3 纯 motive 范畴
定义
性质
Zeta 函数
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淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

绝对 Hodge 类

k: 特征为 0 的域, 闭包为 k, Galois 群为 Γ = Gal(k/k).
X: k 上光滑射影代数簇. 对任意素数 `, Hℓ(X): X 的 `-进上同调,
HdR(X): X 的 de Rham 上同调. HA(X) = HdR(X)×

∏
ℓ

Hℓ(X).

对任意嵌入 σ : k ↪→ C, Hσ(X) 为 σX = X ⊗k,σ C 的 Betti 上同调.
比较定理给出同构: Hσ(X)⊗ (C× Af )

∼−→ HA(σX).
用 σ∗ 表示嵌入 Hσ(X) ↪→ HA(σX).

定义.
H2p

A (X)(p) 中的一个元素 t 称作相对于 σ 的 Hodge 类如果

σ∗t ∈ H2p(σX,Q)(p) ∩Hp,p(σX).

H2p
A (X)(p) 中的一个元素 t 称作绝对 Hodge 类如果
对于所有嵌入 σ : k ↪→ C 都是相对于 σ 的 Hodge 类.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

绝对 Hodge 类

k: 特征为 0 的域, 闭包为 k, Galois 群为 Γ = Gal(k/k).
X: k 上光滑射影代数簇. 对任意素数 `, Hℓ(X): X 的 `-进上同调,
HdR(X): X 的 de Rham 上同调. HA(X) = HdR(X)×

∏
ℓ

Hℓ(X).

对任意嵌入 σ : k ↪→ C, Hσ(X) 为 σX = X ⊗k,σ C 的 Betti 上同调.
比较定理给出同构: Hσ(X)⊗ (C× Af )

∼−→ HA(σX).
用 σ∗ 表示嵌入 Hσ(X) ↪→ HA(σX).

定义.
H2p

A (X)(p) 中的一个元素 t 称作相对于 σ 的 Hodge 类如果

σ∗t ∈ H2p(σX,Q)(p) ∩Hp,p(σX).

H2p
A (X)(p) 中的一个元素 t 称作绝对 Hodge 类如果
对于所有嵌入 σ : k ↪→ C 都是相对于 σ 的 Hodge 类.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

态射

用 Cp
AH(X) 表示 X 上的绝对 Hodge 类构成的 Q 线性空间.

对于 X,Y 为两个 k 上的光滑射影代数簇, dimX = n, 定义

Morp(X,Y ) = Cn+p
AH (X × Y ).

每个元素 f ∈ Morp(X,Y ) 给出态射 f : Hr(X)→ Hr+2p(Y )(p).
这些 Morp(X,Y ) 是可以结合的:

Morp(X,Y )×Morq(Y, Z)→ Morp+q(X,Z)

(f, g) 7→ g ◦ f = pr13∗(pr∗12f · pr∗23g).

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

定义

让 Vk 表示 k 上的所有光滑射影代数簇 (不要求连通) 的范畴.
定义 CVk 为如下范畴: 其对象为 h(X), X ∈ Vk,
其态射为 Hom(h(X), h(Y )) = Mor0(X,Y ).
显然这是一个 Q-线性范畴, 且满足
h(X t Y ) = h(X)⊕ h(Y ), h(X × Y ) = h(X)⊗ h(Y ).
它具有显然的交换律和结合律, 并具有单位元 1 = h(pt).
定义不正确的有效 (effective)motive 范畴 Ṁ+

k 为
CVk 的伪阿贝尔化 (将幂等自同态的像加入到范畴中).

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

定义 (续)
考虑 P1, 则有 h(P1) = h0(P1) + h2(P1) = h(pt) + L. 于是
H(L) = Q(−1), 此外

Hom(M,N)
∼−→ Hom(M ⊗ L,N ⊗ L)

对任意有效的 motiveM,N .
将 L 的逆加入到该范畴中得到一个新的范畴:

定义.
不正确的 motive 范畴 Ṁk 定义如下:

1 其对象为 (M,m),M ∈ Ṁ+
k ,m ∈ Z;

2 其态射为
HomṀk

((M,m), (N,n)) = HomṀ+
k
(M ⊗ Lr−m,M ⊗ Lr−n)

对某个 r ≥ m,n;
3 其态射的复合为从 Ṁ+

k 诱导的.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

张量范畴

命题.
范畴 Ṁk 是半单的阿贝尔范畴.

证明.
利用 Hr(X) 上的极化 Hodge 结构所给出的某种正性
可以证明 Mor0(X,X) 是半单代数.
从而 HomṀ+

k
((h(x), p), (h(x), p)) = pMor0(X,X)p 是半单代数

对所有幂等元 p 成立.
由Jannsen 1992中的 Lemma 2 知命题成立.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

张量范畴 (续)

命题.
范畴 Ṁk 是张量范畴.

证明.
只需验证张量范畴定义中的第二条, 即刚性 (rigid) 的条件.
由于 L 的逆已经被加入了, 故只需考虑有效的部分.
对于 h(X), X ∈ Vk 的情况, 不妨设 X 是连通且维数为 n,
直接验证 h(X)∨ = h(X)(n),
其中 δ 由 [∆X ] 给出, 而 ev 由杯积给出.
对于一个幂等元 p ∈ Hom(h(X), h(X)),
其转置 tp 给出 h(X)∨ 到自身的幂等元.
可以证明 (h(X), p)∨ = (h(X)∨, tp).

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

淡中范畴

注意到范畴 Ṁk 并不是淡中范畴. 因为对于 X ∈ Vk, 有
dimh(X) = χ(X), 其不一定是非负整数, 如高亏格的曲线.

定义.
令

φ̇ : M ⊗N → N ⊗M, φ̇ = ⊕φ̇r,s, φ̇r,s : M r ⊗N s → N s⊗M r

为 Ṁk 上的交换限制. 将其换为如下的交换限制:
φ : M ⊗N → N ⊗M, φ = ⊕φr,s, φr,s = (−1)rsφ̇r,s.

记新的到的范畴为 Mk, 称之为正确的 motive 范畴.

这是一个淡中范畴. 事实上, 各种上同调函子
Hℓ,HdR,Hσ 都是它的纤维函子.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

Lefschetz 迹公式

对于一个 k-张量范畴 T , 及 X ∈ T , f : X → X, 定义 f 的迹为

tr f = 1
δ−→ X∨⊗X id⊗f−−−→ X∨⊗X = X⊗X∨ ev−→ 1 ∈ Hom(1,1) = k.

考虑 x ∈ Hom(1, X), y ∈ Hom(X, 1), 其给出 ty ∈ Hom(1, X∨),
定义它们的配对, 记作 〈x, ty〉
为 x⊗ ty 在 ev : Hom(1, X ⊗X∨)→ Hom(1,1) 中的像.
容易证明其也是 x ◦ y ∈ Hom(X,X) 的迹.

将上式应用到 X = V ∨ ⊗W 中, 考虑
f ∈ Hom(V,W ) = Hom(1, X), g ∈ Hom(W,V ), 定义 cg 为
tg 交换 W∨ 和 V ∨∨ 后的结果. (或使用 V 和 V ∨∨ 的同构)
前述结果给出给出 〈f, cg〉 = tr

(
g ◦ f ∈ Hom(V, V )

)
.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定义
性质
Zeta 函数

Lefschetz 迹公式

对于一个 k-张量范畴 T , 及 X ∈ T , f : X → X, 定义 f 的迹为

tr f = 1
δ−→ X∨⊗X id⊗f−−−→ X∨⊗X = X⊗X∨ ev−→ 1 ∈ Hom(1,1) = k.

考虑 x ∈ Hom(1, X), y ∈ Hom(X, 1), 其给出 ty ∈ Hom(1, X∨),
定义它们的配对, 记作 〈x, ty〉
为 x⊗ ty 在 ev : Hom(1, X ⊗X∨)→ Hom(1,1) 中的像.
容易证明其也是 x ◦ y ∈ Hom(X,X) 的迹.
将上式应用到 X = V ∨ ⊗W 中, 考虑
f ∈ Hom(V,W ) = Hom(1, X), g ∈ Hom(W,V ), 定义 cg 为
tg 交换 W∨ 和 V ∨∨ 后的结果. (或使用 V 和 V ∨∨ 的同构)
前述结果给出给出 〈f, cg〉 = tr

(
g ◦ f ∈ Hom(V, V )

)
.
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淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

Lefschetz 迹公式 (续)

对于维数为 n 的光滑射影代数簇 X, 根据 Deligne-Milne 的构造,
存在 πr ∈ Hom(h(X), h(X)) 为

hr(X)
id−→ hr(X), hs(X)

0−→ hs(X), s 6= r.

且易知 tπr = π2n−r. 这表明
(hr(X))∨ = (h(X), πr)

∨ = (h(X), π2n−r)(n) = h2n−r(X)(n).

且 ev 由杯积给出.

将上述命题应用到 h(X) 和 h(Y )(i) 中来, 即取
f ∈ Cn+i

AH (X × Y ), g ∈ Cm−i
AH (Y ×X).

此时 cg 恰为 tg ∈ Cm−i
AH (X × Y ). 故上述命题表明

〈f, tg〉 = tr
(
g ◦ f ∈ Hom(h(X), h(X))

)
.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定义
性质
Zeta 函数

Lefschetz 迹公式 (续)

对于维数为 n 的光滑射影代数簇 X, 根据 Deligne-Milne 的构造,
存在 πr ∈ Hom(h(X), h(X)) 为

hr(X)
id−→ hr(X), hs(X)

0−→ hs(X), s 6= r.

且易知 tπr = π2n−r. 这表明
(hr(X))∨ = (h(X), πr)

∨ = (h(X), π2n−r)(n) = h2n−r(X)(n).

且 ev 由杯积给出.
将上述命题应用到 h(X) 和 h(Y )(i) 中来, 即取
f ∈ Cn+i

AH (X × Y ), g ∈ Cm−i
AH (Y ×X).

此时 cg 恰为 tg ∈ Cm−i
AH (X × Y ). 故上述命题表明

〈f, tg〉 = tr
(
g ◦ f ∈ Hom(h(X), h(X))

)
.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定义
性质
Zeta 函数

推论

考虑 X 定义在有限域 Fq 上, 假设标准猜想 B 成立, 则有
](X(Fqn)) = 〈ΓFrnq ,∆〉 = ṫr

(
Frnq |h(X)

)
.

其中 Frq 为 Frobenius 映射.
于是 Zeta 函数可以写成:

Z(X, t) = exp
(∑

n≥0

](X(Fqn))

n
tn
)

= exp
(∑

n≥0

1

n

(
ṫr
(
Frnq

∣∣h(X)
))

tn
)

= exp
(
− ṫr

(
ln(1− Frqt)

∣∣h(X)
))

= ˙det
(
1− Frqt

∣∣h(X)
)−1

.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

淡中范畴
几何佐竹等价
纯 motive 范畴

定义
性质
Zeta 函数

命题.
设 V 为淡中范畴 T 中的对象, 其维数为 n, φ : V → V 为一个自
同态. 考虑 φ 的特征多项式

χϕ(λ) = det
(
λ− φ

∣∣V )
= λn − an−1λ

n−1 + · · ·+ (−1)nan.

则有 ai = tr
(
φ⊗i

∣∣ ∧i V )
.

证明.
回忆行列式的定义 det

(
φ
∣∣V )

= tr
(
φ⊗n

∣∣ ∧n V
)
.

将其应用到 λ− φ 上, 有

fi =
∑

σ=Sn/(Si×Sn−i)

σ(φ⊗i ⊗ id⊗n−i),

ai = tr
(
fi
∣∣ ∧n V

)
.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定义
性质
Zeta 函数

断言.
只要 V 在某个张量范畴中就有

tr
(
fi
∣∣ ∧n V

)
= tr

(
φ⊗i

∣∣ ∧i V )(dimV − i

n− i

)
.

证明.
利用Deligne 1990中的 Lemme 7.2 可知该等式两边均为以
tr(id) = dimV, tr(A), . . . , tr(Ai) 为变元的多项式.
而当 V = 1m, m 为正整数时 dimV = m, 可以直接验证
等式两边相等, 从而这两个多项式是相等的.

推论.
对于一个淡中范畴 T 中的对象 V 及其自同态 f ∈ Hom(V, V ),
利用断言的 i = 1 的情况并利用 exp 将和变为积得到

exp
(

tr
(
f
∣∣V ))

= det
(

exp f
∣∣V )

.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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定义
性质
Zeta 函数

命题.
设 M 是一个张量范畴 T 中的对象, f : M →M 为一个自同态,
则有以下式子成立:(∑

n≥0

(−1)n tr
(
f⊗n

∣∣ ∧n M
)
tn
)( ∑

m≥0

tr
(
f⊗m

∣∣SymmM
)
tm

)
= 1.

证明.
将该幂级数展开, 则只需证明对任意正整数 l, 均有⊕

0≤n≤l
n even

∧nM ⊗ Syml−nM =
⊕

0≤n≤l
n odd

∧nM ⊗ Syml−nM.

考虑以下复形 (容易验证相邻两映射复合为零):
0→ ∧lM → ∧l−1M ⊗ Sym1M → · · · → SymlM → 0,

类似地给出该序列反方向的箭头, 以证明这是一个正合列.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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证明 (续).
对于正整数 n, 记 pn = 1

n!

∑
σ∈Sn

σ, qn = 1
n!

∑
σ∈Sn

(−1)sgnσσ,
分别对应 Symn 和 ∧n 的幂等元.
考虑图 · · · ∧nM ⊗ SymmM ∧n−1M ⊗ Symm+1M

∧n+1M ⊗ Symm−1M ∧nM ⊗ SymmM · · ·

其左右两个态射的复合分别为 qnpmqn+1pm 和 qnpm+1qnpm.
容易得到它们的复合均为 0.
此外, 利用杨对称子的知识知它们在相差一个参数后都是幂等的.
最后使用以下引理:

引理.

qnpm =
n(m+ 1)

m+ n
qnpm+1qnpm +

m(n+ 1)

m+ n
qnpmqn+1pm.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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结论

综合以上命题得到

推论.
设 V 是某个淡中范畴的对象, φ 是 V 的自同态, 则结合上述两个
命题知有下式成立:

det
(
1− φt

∣∣V )−1
=

∑
n≥0

tr
(
φ⊗n

∣∣SymnV
)
tn.

从而可以把 Zeta 函数写为
Z(X, t) =

∑
n≥0

ṫr
(
Fr⊗n

q

∣∣Symnh(X)
)
tn,

=
∑
n≥0

ṫr
(
Frq

∣∣h(SymnX)
)
tn.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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一般化

可以定义 motivic Zeta 函数为系数在一个范畴中的幂级数:
Z(X, t) =

∑
n≥0

h(SymnX)tn.

注意到 ṫr
(
φ
∣∣h(X)

)
=

∑
i
(−1)i tr

(
φ
∣∣hi(X)

)
,

表明这和传统的结果是相同的.
由此, 对任意环同态 K0(Mk)→ R, 均可以计算其 Zeta 函数.
如 Betti 数 bi = tr

(
πi|h(−)

)
,

特征 0 域上的 Hodge 数 hp,q 等.

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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例如 Göttsche 公式:
对于一个 2n 维代数簇 X, 用 Px,y(X) 表示
对称的 Hodge 数的生成函数, 即
Px,y(X) =

∑
−n≤i,j≤n

hn+i,n+j(X)xiyj .

设 S 为一个曲面, S(n) = SymnS = Sn/Sn,
用 S[n] 表示 S 上 n 个点的 Hilbert 概型.
hi,j = hi,j(S), 则有等式:
∑
n≥0

Px,y(S
(n))tn =

(1 + y−1t)h
1,0

(1 + x−1t)h
0,1

(1 + xt)h
2,1

(1 + yt)h
1,2

(1− x−1y−1t)h0,0(1− xy−1t)h2,0(1− t)h1,1(1− xy−1t)h0,2(1− xyt)h2,2 ,

∑
n≥0

Px,y(S
[n])tn =

∏
i≥1

(1 + y−1ti)h
1,0

(1 + x−1ti)h
0,1

(1 + xti)h
2,1

(1 + yti)h
1,2

(1− x−1y−1ti)h0,0(1− xy−1ti)h2,0(1− ti)h1,1(1− xy−1ti)h0,2(1− xyti)h2,2 .

傅颢硕 淡中范畴的两个实例
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