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许宝騄先生祖藉浙江杭州，1910 年 9 月 1 日生于北京。父许引之，自清末至民国
北洋政府期间曾任两浙盐运使和我国驻高丽国仁川领事。母程时嘉，江西新建人。许先

生排行第七，有两兄四姐，两岁时随家移住天津，八岁时全家去杭州。十四岁时父亲病

逝，母亲带全家迁回天津，第二年移居北京。许先生从小受到良好的文化教育，其父先

后聘请有国学功底的老师和通晓外文熟悉西方文化的老师在家教授。许先生在十四岁之

前尽读四书五经和古文，曾用文言文写作短篇小说《花生姻缘》，并用功于书法，临

摹碑帖，学写小楷。十一岁开始学英文、算术，两年后能读英文古典名著［1］。可以
说，许先生在入中学 (高中) 之前已在中国传统文化和西方近代启蒙文化两方面都有坚
实的功底。

许先生 1925 年进北京汇文中学读书，1928 年中学毕业后进入燕京大学化学系学
习，一年后转入清华大学数学系，专攻数学，仍从一年级开始。老师有熊庆来、孙光

远、杨武之等人。在清华大学学习期间，曾用秀丽的小楷手书其姐夫俞平伯的著作《古

槐书屋词》(有刻本行世，参看本书扉页)，还与俞平伯、二哥许宝騤一起翻译美国作家
爱伦坡 (E. A. Poe) 著的小说《长方箱》。译文发表在 1931 年的《新月》月刊上，笔
名 “吾庐”。许先生兴趣广泛，钟情昆曲，后参加俞平伯教授主持的 “谷音社” 学唱昆
曲。

1933 年，许先生毕业于清华后即参加赴英国庚款公费留学的考试，已被录取但体
格检查以体重不足而遭排出。1934 年到北京大学任教，当江泽涵教授的助教，后当美
国著名数学家奥斯古德 (Osgood, 1864-1943) 在北大讲学 (讲 “实变函数论”、“复变函
数论” 等) 时的助手。在此期间，许先生与江泽涵教授合作，在 “临界点” 方面写出论
文 “A note on the indices and numbers of nondegenerate critical points of biharmonic
functions”, 1935 年发表在《北京大学自然科学季刊》，初步显露了许先生的数学才
能。

1936 年许先生再次参加庚款公费留学考试，又考中了并体检合格。是年赴英留
学，在伦敦大学学院 (University College London) 专攻数理统计，师从著名的统计学大
师 J. Neyman (1894-1981)。四年间，许先生以他娴熟的数学技巧与英国先进的统计思
想相结合，迅速写出一系列重要论文，例如他给出了 Fisher-Behrens 问题的解法 [15]，
提出了线性模型方差的最优二次估计 [16]，求出了某些重要的行列式的根的概率分
布 [21]，发现并证明了 F 检验的第一个优良性质 [19]，等等。(见后面的具体论述。)
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许先生于 1938 年获得哲学博士学位 (Ph.D)，1940 年又获科学博士学位 (D.Sci)。
1940 年底，许先生在抗日战争的烽火中回到祖国，受聘为北京大学教授，在昆

明西南联大学任教。担任过 “初等微积分”、“高等微积分”、“微分几何”、“高等代数”
等课的教学工作，还开了一门很长的课程，从测度和积分开始，讲到概率论，再通

向数理统计。当时的学生钟开莱 (Kai-Lai Chung，后来是国际著名的概率论学者) 回
忆说 “他是一个风度优雅而又富有激情的老师，随身带着预先写在本子上的完整的备
课笔记。他喜欢在课堂上点出微妙之处。例如，在推导特征函数的反演公式时，他

强调 Lebesgue-Stieltjes 积分是能在单个点上积分的 [6]”。此外，还组织数理统计讨论
班。在生活十分艰苦的环境下从事教学和科学研究工作，不断有重要的研究成果 (例
如 [22])。在 1942 年，许先生由于 “数理统计论文” 荣获第一届 (1941 年度)“国家学术
奖励金”。“国家学术奖励金” 是由当时的最高学术审议机关――教育部学术审议委员会
设立的。当年获此殊荣的数学家共两人，另一人是著名数学家华罗庚。当年设在昆明西

南联合大学的 “新中国数学会” 举行茶会，庆祝华、许两位数学家获此殊荣。
1945年应 J. Neyman和另一位著名统计学家 H. Hotelling (1895-1973，多元统计的

奠基人之一) 邀请，许先生赴美讲学。先后在加里福利亚大学 (University of California,
Berkeley)，哥伦比亚大学 (Columbia University) 和北卡罗莱纳大学 (University of
North Carolina, Chapel Hill) 讲课并指导学生进行科学研究。许先生的典型中国学者的
风度，对学术工作严格高标准要求以及解决困难而具体的数学问题的热情和努力，给美

国同行们留下了深刻的印象 [3]。Neyman 多次讲许宝騄是他最好的学生。“照 Neyman
的看法，许宝騄的水平绝对可以与瓦尔特 (A. Wald) 相媲美，他们是新一代数理统计
学家中的两个佼佼者”(见 [14]，中译本第 283 页)。美国国家科学院院士、著名统计学
专家 E. L. Lehmann (1917-2009) 当年的博士论文题目就是许先生给他出的。六十年
后，Lehmann 在他公开出版的回忆录里，对许先生表示感激，并称许先生是他的 “三
个教父之一”[8]。1947 年初，在 H. Hotelling 的要求下，许先生和他一起离开哥伦比
亚大学，去北卡罗莱纳大学创办美国第一个统计系。许先生在该系讲授多元统计分析

时，为了推导某些统计量的分布 (特别是某些行列式方程的根的概率分布)，引进了许
多矩阵技巧用于计算矩阵变换的雅可比行列式。这些重要内容由 W. L. Deemer 和 I.
Olkin 二人根据当时学生的听课笔记加以整理后在著名杂志 “Biometrika” 上发表 [7]。
在此期间，许先生和 H. Robbins 合作提出了概率论中 “完全收敛” 的概念和定理，论
文于 1947 年发表 [23]。Robbins (1915-2002) 后来是美国科学院院士，著名统计学家，
在评价许先生时说 “他是不可被忘记的，同时又是无人能替代的”[3]。Robbins 一直保
存着许先生 1948 年亲笔写给他的信。Robbins 逝世后，这封信由斯坦福大学的黎子
良 (T. L. Lai) 教授转交到北京大学。

1947 年秋许先生谢绝了 J. Neyman 的挽留 (Neyman 希望他回到加州大学伯克利
分校任教。关于几个大学争聘他的情况，见 [14])，毅然回到了祖国，继续在北京大学
任教。是年，许先生讲授 “矩阵论”，由江泽培先生当助教，批改学生作业本，听讲的
有谢邦杰和物理系江丕桓和于敏等人。

1948 年，许先生当选为中央研究院首批院士。当时当选院士的数学家共有五人，
另外四人是：姜立夫、陈省身、华罗庚、苏步青。
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许先生自幼体弱，多年患胃溃疡，1948 年又发现有肺结核病，只得住医院治
疗。虽然在病中，仍指导青年人学习，如要江泽培读大数学家柯尔莫果洛夫 (A. N.
Kolmogorov, 1903-1987) 的重要著作《概率论基本概念》(1933 年德文本)。

1949 年新中国诞生，许先生很高兴。他对中国革命的趋势早有认识，在赴美讲学
的前夕加入了 “中国民主革命同盟” 这一中国共产党领导下的秘密组织 [1]。北京刚解
放，许先生托江泽培给国外的友人发电报：“Am happy after liberation”。

1950 年许先生身体刚好一些就讲 “实变函数论” 课，听课的有赵仲哲、张里千、
汪掬方、张芷芬、王光寅等人。他又组织大家学习 E. C. Titchmarch 著的 Introduction
to the Theory of Fourier Integrals，参加人有王寿仁、冷生明、江泽培、赵仲哲等人。
他高度评价苏联在概率论上的成就，很注意苏联的图书资料。他已学会俄文并积极帮

助北大数学系的老师们学习专业俄文，选用辛钦 (Khintchine, 1894-1959, 著名数学家)
的 “数学分析八讲”(俄文) 作读本，教得认真，效果很好。他鼓励丁寿田翻译柯尔莫果
洛夫的《概率论基本概念》和格涅坚科 (Gnedenko) 的《概率论教程》，后一本书的中
译本出版后对我国高校的概率论教学有广泛影响。他还亲自校订苏联教材的中译本，如

辛钦的《数学分析简明教程》(上、下册，北京大学数学分析与函数论教研室译) 及史捷
班诺夫 (Stepanov) 的《微分方程教程》(上册，卜元震译)。

解放后，许先生的第一个研究生是赵仲哲 (1924-1987)，赵于 1951年在北大毕业，
毕业论文是 “关于稳定性分布律的显明公式”，部分内容发表于 “数学学报”(1953 年第 3
卷第 3 期)，这是我国解放后较早出现的概率论论文。

1952 年全国高校进行了院系调整，1953 年许先生在新北大组织了学术讨论班，由
他报告格涅坚科和柯尔莫果洛夫合著的 “相互独立随机变量之和的极限分布”(俄文)，后
来又组织学习 “次序统计量”，参加人有王寿仁、江泽培、赵仲哲、张里千、成平等。
讨论班上消化整理该书的主要内容并介绍他自己在极限理论方面取得的科研成果。许先

生对相互独立随机变量早有深刻研究，在 1947 年独立于格涅坚科 (但比格氏稍后) 对
于行内独立的随机变量阵列，在加项一致可忽略的条件下，给出了行和弱收敛于给定的

无究可分分布的充分必要条件。这一时期，许先生在特征函数和矩阵方面有多篇论文发

表。他还建议北京大学数学系派江泽培赴苏联莫斯科大学长期进修。江先生在莫斯科大

学三年，对随机场和多维平稳过程的预测理论获得了许多重要成果，回国后培养了一些

年轻人。

1955 年许先生当选为中国科学院首批学部委员 (后改称院士)。同时当选的数学家
共九人。

1956 年，在周恩来总理主持制定的 “全国科学发展十二年远景规划” 中把概率论与
数理统计列为数学的三个重点发展方向之一。为了落实这一规划，大力发展我国的概率

论与数理统计，北京大学成立了全国第一个概率统计教研室，许先生担任教研室主任。

作为全国公认的学科带头人，许先生素怀报国之志，全局在胸，积极推动科学规划的落

实。当时的主要措施有下列几项 (参看 [10]):
1、集中扰势，为全国培养人才。
许先生本人有很高学术水平，但全国当时懂概率统计的人还很少，高校大都未开

设概率统计的课程。为了迅速培养人才，只有集中优势全国协作。为此，1956 年秋在
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上级的支持下，把中国科学院数学研究所的王寿仁先生、张里千先生，中山大学的郑

曾同先生、梁之舜先生借调到北京大学任教 (当时江泽培、胡国定、王梓坤诸先生正在
苏联留学)。同时从北京大学数学力学系抽出 34 名学生，从中山大学和南开大学各抽
调 10 名四年级学生集中在北大学习。此外北京大学还接受全国一些高等院校的进修教
师多人来学习概率统计。这样一支具有七十多人、老中青齐全的学术梯队组织起来了。

许先生亲自主持 “独立随机变量族的极限理论” 的讨论班。此讨论班的相当一部分内容
后来成为概率论专门化学生 (相当于现在的硕士生) 的教学内容。在这个培训班上，来
自北大、中大、南开三所大学的 50 多名学生和部分院校的多名进修教师系统地学习
了 “测度论”、“初等概率论”、“概率极限理论”、“马尔可夫链”、“数理统计” 等课程。
这是我国培养的数量可观的第一批概率统计人才。这批学员后来成为我国概率统计的

骨干力量，例如胡迪鹤、赵达纲、徐光辉、韩继业、谢衷洁等人，进修教师中有王学

仁 (后来是云南大学校长)，葛广平 (后来是河北师范大学数学系主任和上海大学基础部
主任) 等。

2、延聘外国知名学者来华讲学。
由于 “文革” 前我国与西方无学术交流，许先生和中科院王寿仁先生一起积极约

请苏联和东欧的学者来京讲学。在 1957 年和 1958 年间先后有多名专家来华。波兰
的 Fisz 教授来北大讲了多元统计和抽样专题，波兰的 Urbanik 教授讲了广义随机过
程，苏联的 Dynkin 教授讲了马尔可夫过程的几个前沿专题。这些讲演使听众扩大了眼
界，对概率统计有更多了解。可惜的是，由于当时的 “反右斗争” 和 “大跃进” 运动，
听众没有时间深入学习和钻研，未能取得预期的效果。在当时的计划里，还打算请苏联

概率论专家 Prokhorov 于 1960 年来北大讲随机过程的极限定理。为了作好准备，许先
生还让青年教师读了该专家于 1956 年发表的大文章。后因中苏关系急剧恶化，这个讲
学计划未能实现。

3、开设现代课程，组织教材建设。
许先生逐步确定了概率统计专业 (当时称“专门化”) 的基本课程：测度论，概率

极限理论 (又称分析概率论)，随机过程，数理统计。根据本专业的不同研究方向，学
生可在下列课程中选择一两门：马尔可夫过程，平稳过程，博弈论、抽样论，试验设计

等。(“文革” 前，北大的本科学制先后有四年、五年、六年。) 许先生亲自主持制定的
概率统计专门化的培养计划和教学大纲，充分体现了重视基本知识、强调基本训练、着

重基本能力培养的精神，至今对我们仍有指导意义。

1956 年以前北大数学力学系仅开设一门概率论课，教材是格涅坚科所著的 “概率
论教程”。此书内容丰富，但作为教材不太合适。许先生认为教材可以有多种，鼓励教
员自编教材。赵仲哲先生就是在许先生的鼓励下自编 “概率论讲义”，用油印本发给学
生。许先生还建议翻译 W. Feller 所著的 “概率论及其应用”，胡迪鹤同志努力完成了这
一任务。

1960 年，许先生系统讲授 “抽样论”，自编讲义，用油印本发给学生。这本讲义后
经孙山泽同志整理，由北京大学出版社于 1982 年正式出版 [33]，曾获国家教委优秀教
材奖。

4、组织学术讨论班，带领青年教师和学生开展科学研究。
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许先生身体一直不好，不能外出，但带病坚持工作，在卧室的外间 (全家共两间
房) 掛一黑板，举行学术讨论班。讨论班内容丰富，主题多样，先后有：概率极限理
论，试验设计，次序统计量，马尔可夫过程，平稳过程，组合数学等。许先生以他丰富

的学识、严谨的学风及深邃的洞察力带领年青人到各个研究领域的前沿，在讨论班上做

出研究成果。例如，以 “班成” 笔名发表的论文 “部分平衡不完全区组设计”(由张尧庭
执笔)[31] 及 “变叙的项的极限分布”(由孙山泽执笔)[32]。

1959 年上半年，许先生在马尔可夫过程讨论班上系统讲述可数状态马氏过程，把
国际上对这种过程直到 1958 年的研究成果都概括了进来。当时听课的胡迪鹤同志有详
细笔记，以后几年北大的马氏过程教学就是依据这个笔记。后来胡迪鹤同志 (武汉大学
教授) 在此基础上进行了很大扩充写成专著出版 (1983)。在讨论班上，有时由他主讲，
有时是其他教员或学生报告所阅读的论文或研究心得。在听完别人报告后，许先生常常

用他独到的眼光和方法把论文的主要结果进行概括和分析，去掉非本质性条件，指出进

一步需要探讨的问题，使讨论班的参加者豁然大悟，受益非浅。“文革” 前北大概率统
计专门化共有七届毕业生，共计 180 多人，许先生亲自指导了五届学生的学术讨论班
和一些学生的毕业论文。

许先生是一位全方位的教研室主任，既关心教学，又关心每位青年教员的成长。

他在同一时期主持不同主题的讨论班。在 1963 年他为教研室全体青年教员系统讲述点
集拓扑，讲法也很有特点：概念、定理及证明都用集合的算式来表达，都算法化了。

他的讲稿至今保存在北大概率统计系。在 1964 年，他同时主持 “数理统计”、“马氏过
程”、“平稳过程”三个讨论班。本来平稳过程组是江泽培先生带领的，但江先生于 1963
年调往第二机械工业部工作，平稳过程组的工作遇到困难，许先生亲自听取该组谢衷

洁、龚光鲁等人的科研工作汇报，决定亲自抓一抓并在平稳过程讨论班上讲 “再生核”
理论。在举办的马氏过程讨论班上，除了北大的胡迪鹤、甘章泉、陈家鼎、郑忠国外，

还有中国科学技术大学的王寿仁、殷涌泉两位先生及严加安、李国英、王柱等同学参

加。在讨论班上，王柱报告了 G. Hunt 的文章 “马氏链与马丁边界”，许先生听完后用
自己的方法对论文的内容进行概括和总结，点出了文章的精华所在。

令人婉惜的是，由于当时的政治气候，以阶级斗争为纲的极左路线，从 57 年
的 “反右派”，58 年的 “大跃进”，59 年的 “反右倾”，64 年的 “社教” 到 66 年开始
的 “文革”，许先生主持的学术讨论班常常因 “运动” 而中途停止，许先生的杰出才能和
指导作用不能充分发挥。

许先生在 1956 年招收了三名研究生：殷涌泉、施鼎钟、邓炜材。由于 “反右斗
争”，他们受到不公正对待，学了一年后被迫离开北大。1960 年春，招收研究生潘捷
建。潘来自华中师范学院，是由组织上推荐来的。潘是社会主义建设积极分子，但年龄

较大，学习基础较差。由于许先生的耐心帮助和有力指导，潘在学习上进步很快，并写

出了优秀论文。他的毕业论文被译成英文在日本出版了。潘毕业后回原单位工作，惜

逢 “文革”，未能充分发挥其作用，后不幸患癌症早逝 (1978 年)。
在 1958 年的 “大跃进” 形势下，北大数学力学系的基础学科研究工作受到很大冲

击。当时，微分几何方向的研究生孙振祖由于导师下放劳动而无人指导，就在许先生指

导下学习概率论。时间很短，但在许先生帮助下很快在生灭过程方面写出了论文 (后来
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发表在郑州大学学报上)。孙毕业后分配到郑州大学任教，虽不再从事概率论研究 (他后
来是一位优秀的微分几何专家), 但他对许先生这段时间给予的教诲有很深的印象 [13]。

1962 年入学的研究生是吴健，他在许先生的指导下从事非参数统计的学习和研
究，写出了优秀论文。毕业后分配到第四机械工业部工作。

许先生一向以学术上的最高标准要求自己，他对于论文的写作和发表，十分注意

质量。他曾对他的学生、统计学家张尧庭说 [9]：“一篇文章的价值不是在它发表时得到
了承认，而是在后来不断被别人引用的时候才得到了证实。” “我不希望自己的文章登
在有名的杂志上因而出了名；我希望一本杂志因为刊登了我的文章而出了名。”

他是这样说，更是这样做的。他把他关于特征函数的重要文章 [25] 放在刚创刊的
《数学学报》上发表。把关于矩阵的两篇重要文章 [28][29] 放在刚创刊的《北京大学学
报》(自然科学版) 上发表 ([28] 是第一卷第 1 期第 1 篇文章，[29] 是第 3 卷第 2 期文
章)。《北京大学学报》创刊后受到广泛关注。

许先生是一位具有献身精神的科学家。解放以后他绝大部分时间是在身体状况十

分恶劣又缺乏精心照顾 (许先生终生未婚) 的情况下工作的。他曾开玩笑说：“我也通
过了劳卫制”(“劳卫制”为当时的体育锻炼标准，是 “痨”“胃”“痣” 的谐音，意指他患
有肺结核、胃溃疡和痔疮等多种疾病)，但是只要工作起来，他就表现出超出常人的精
力。

在史无前例的 “文革” 中，一直有病的许先生也难逃劫难。他不仅受到大字报的无
端攻击，还曾被勒令从家里走到办公地区。这对一位生病多年不能出行的病人是严重的

摧残。

1970 年 12 月 18 日，北京大学一级教授、中科院院士、第四届全国政协委员许宝
騄先生病逝于北京大学他的住所，年仅六十岁。人们在他床前发现的是一叠刚刚演算过

的草稿。

道德文章垂范人间。一代宗师许宝騄先生以他杰出的才能与忘我的献身精神，留

下了举世公认的学术成就，留下了创建我国概率统计学科的业绩，更留下了随着时间推

移而越来越显珍贵的精神财富 [12]。

二二二 许许许宝宝宝騄騄騄先先先生生生的的的学学学术术术成成成就就就

许先生的学术工作主要在数理统计学和概率论领域。此外，他在矩阵论和积分变

换方面也有精深的研究工作。他是我国从事概率统计研究的现代学者中达到世界先进

水平并有广泛国际影响的第一人。1979 年，为了纪念他诞生 70 周年，著名的《统计
学年鉴》(The Annals of Statistics) 曾约请三位著名学者在该刊上联名撰文介绍他的生
平 [3]，并分述他在学术上的重要贡献，其中美国国家科学院院士、著名统计学家 E.
L. Lehmann 介绍许先生在统计推断方面的工作 [4]，美国国家科学院院士、著名统计
学家 T. W. Anderson 介绍许先生在多元统计方面的工作 [5]，著名概率论专家 K. L.
Chung (钟开莱) 介绍许先生在概率论方面的工作 [6]。

1981 年，我国科学出版社出版《许宝騄文集》[34]，中国科学院院士江泽涵和段学
复为文集写了序言，高度评价了许先生的一生。1983 年，Springer-Verlag 出版了英文
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的《许宝騄论文集》[35](Pao-Lu Hsu Collected Papers)。该论文集由 K. L. Chung负责
编辑，包括了许先生的绝大部分论文，解放后发表的中文论文均翻译成英文。在 1997
年，美国出版了《从十七世纪以来的统计科学的领头人物》(Leading Personalities in
Statistical Sciences from the Seventeenth Century to the Present) 一书 (N. J. Johnson
和 S. Koty 编辑)，该书登录了包括牛顿、高斯、拉普拉斯、费雪尔、奈曼等著名科学
家在内的 114 位重要人物的简短传记，其中唯一入选的中国学者就是许宝騄先生。

许宝騄先生在学术上的主要成就在下列十个方面：

(1) 许宝騄关于数理统计学的第一篇论文 [15] 发表于 1938 年，讨论所谓 Behrens-
Fisher问题。设 X1, X2, ..., Xn和 Y1, Y2, ..., Ym是分别来自正态总体 N(µ1, σ

2
1)和 N(µ2,

σ2
2) 的样本。如果 σ1 和 σ2 未知，要检验假设 H0 : µ1 = µ2，这便是 Behrens-Fisher 问
题。许宝騄考虑下列统计量

U = (X̄ − Ȳ )2/(A1S
2
1 + A2S

2
2),

其中

X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi, Ȳ =
1
m

m∑

i=1

Yi,

S2
1 =

n∑

i=1

(Xi − X̄)2, S2
2 =

m∑

i=1

(Yi − Ȳ )2,

A1 和 A2 是两个正常数。当 A1 = A2 = (m + n)/[(n + m − 2)nm] 时 U 就为学

生氏 t 统计量 u1；当 A1 = 1/(n(n− 1)), A2 = 1/(m(m − 1)) 时，U 就是 Behrens-
Fisher 统计量 u2。许宝騄找到了统计量 U 的密度函数的级数展开式，并用它研

究否定域 {U > C} 的功效函数。具体表明，这个功效函数只是参数 θ = σ2
1/σ2

2

和 λ = (µ1 − µ2)2/( 1
nσ2

1 + 1
mσ2

2) 的函数。此项工作是精确分析的结果，被著名统计学
家 H. Scheffe (1970) 称为 “数学严格的典范”。许宝騄利用数学计算和分析工具得到
了他主要结论。结论认为，当 λ = 0 而 θ 变化时 u1 和 u2 均不能控制否定 H0 的概

率 (n = m 的情形除外)，但 u2 对 θ 变化的敏感度较弱。根据许的结果所给出的检验方

法被称为 “许方法”。直到现在 “许方法” 仍被认为是解决这一问题的最实用方法。
(2) 许宝騄早期的另一工作 [16] 是关于线性模型方差的二次估计。设

y = Aβ + ε

是一个线性模型，其中 y = (y1, ..., yn)T (T 表示转置，下同！)，β = (β1, ..., βp)T，A

是已知的 n× p 矩阵 (秩为 p)，ε = (ε1, ..., εn)T 是各分量相互独立的随机向量且满足条

件：

Eεi = 0, Eε2
i = σ2, Eε4

i = αiσ
4 (i = 1, ..., n),

其中 σ是未知的正数，αi是与 σ无关的常数。设 Q = Q(y1, y2, ..., yn)是 y1, y2, ..., yn的

二次型。若它满足：(i)对任何参数 β 和 σ, EQ = σ2, (ii) Q的方差不依赖于 β，(iii)对
任何满足条件 (i) 和 (ii) 的二次型 Q1，Q 的方差均不超过 Q1 的方差, 则称 Q 是 σ2 的

最优二次无偏估计。
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设 Q = yT Λy，其中 Λ 是 n 阶对称矩阵。许宝騄证明了，Q 是 σ2 的最优二次无

偏估计的充要条件是 Λ 有下列形式：

Λ = MDτM,

其中 M = I − A(AT A)−1AT，I 是单位阵，Dτ =




τ1 0 · 0
0 τ2 · 0
· · · ·
0 0 · τn




, 而 τ1, τ2, ..., τn

是二次函数

F =
∑

i,j

µijτiτj

在条件
∑n

i=1 miiτi = 1 下的最小值点，这里

µij =
n∑

k=1

(αk − 3)m2
kim

2
kj + 2m2

ij

(i = 1, ..., n; j = 1, .., n), mij 是矩阵 M = (mij)n×n 的元素，αi = σ−4Eε4
i (i =

1, ..., n)。
许还证明了，σ2 的通常估计

S2
0 =

1
n− p

‖ y −Aβ̂ ‖2

(β̂ 是 β 的最小二乘估计，‖ z ‖ 是 z 的模) 是最优二次估计的充要条件是下列等式成
立：

(n− p)
n∑

i=1

(αi − 3)miim
2
ik = mkk

n∑

i=1

(αi − 3)m2
ii.

许的上述结果是后来关于方差和方差分量的最优二次估计的大量研究的开山之

作。

(3) 许宝騄对小样本推断的研究工作主要是围绕单变量和多变量的线性假设检验问
题，特别是关于这些检验的功效函数的研究。他在 [17] 中给出了 Hotelling T 2 检验的

功效函数，指出在非零假设下 T 2 的分布是一个非中心 χ2 变量和一个与之相互独立的

中心 χ2 变量的比值的分布。同时指出，T 2 检验具有局部最大功效。许对多元线性假

设，在协方差阵已知时给出了似然比统计量的分布；对于协方差阵未知的情形，记 θi

为相关行列式方程的根，许考虑检验统计量 W =
∏

(1 − θi) 和 V =
∑

θi/(1 − θi)，并
证明了当样本量趋于无穷时，两者的渐近功效是相同的 [18]。

许在小样本的推断中最出色的工作之一是对一元线性假设似然比检验优良性的论

证 [19]。不失一般性，我们在线性模型典则形式下简述他的结论。
设随机变量 Y1, Y2, ..., Ym, Z1, ..., Zn 的联合密度是

p(y1, ..., ym, z1, ..., zn) = (
√

2πσ)−(m+n)exp{− 1
2σ2

[
m∑

i=1

(yi − ηi)2 +
n∑

i=1

z2
i ]},
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其中 η1, ..., ηm 是任意 m 个实数，σ 是任意正数 (均未知)。要检验的假设是

H0 : η1 = η2 = ... = ηn1 = 0,

其中 n1 是不超过 m 的正整数。令

F =
∑n1

i=1 y2
i∑n1

i=1 y2
i +

∑n
i=1 z2

i

,

W0 = {(y1, ..., yn1 , z1, ..., zn) : F ≥ Fα},
其中 Fα 由等式 P (F̃ ≥ Fα|H0) = α 确定，这里 F̃ =

∑n1
i=1 Y 2

i /(
∑n1

i=1 Y 2
i +

∑n
i=1 Z2

i )。
用 W0 作为 H0 的否定域时，可以证明功效函数只是参数 λ 的函数 β0(λ)，这里

λ =
1

2σ2

n1∑

i=1

η2
i .

许宝騄发现并证明了下列结论：设 W 是由一些点 (y1, ..., ym, z1, ..., zn)组成的任何
否定域，满足条件：W 的检验水平是 α 且 W 的功效函数是关于参数 λ 的函数 β(λ)，
则对一切 λ > 0，β(λ) ≤ β0(λ)。

换句话说，针对假设 H0 的否定域 W0 乃是一切检验水平是 α 的且功效函数仅依

赖于参数 λ 的否定域中功效最大的。这个结论乃是关于 F 检验的优良性的第一个定

理，被称为许宝騄定理 (参看 H. B. Mann 的书，Analysis and Design of Experiments,
1949)。这一工作后来在国际上于两个方面继续发展，一是把许的提法应用到多元分析
问题上去，Simaika (1941) 发展了 Hotelling T 2 和多重相关系数理论；另一方面，许的

这篇文章提供了得到一切相似检验的新方法，以至后来由 Lehmann 和 Scheffe 形成完
全性的概念 [4]。

(4) 从 1938 年到 1945 年，许宝騄发表了多篇处于多元统计分析理论发展前沿的论
文。主要是推导了若干重要而复杂的统计量的精确分布或渐近分布。

多元理论的一个关键要素是样本协方差阵 S 的分布。设 X1, X2, ..., XN 是来

自 N(0,Σ) 的随机样本，则

A , (N − 1)S =
N∑

α=1

(Xα − X̄)(Xα − X̄)T (1)

服从所谓的 Wishart 分布 W (Σ, N − 1)。
许宝騄在 [20] 中把分析方法和代数方法结合起来，用数学归纳法来推导著名

的 Wishart 分布，至今被认为是这个分布的各种推导方法中最优美的一个 [5]。
他在 [21] 中还得到了对多元分析有重要意义的某些行列式方程的根的概率分布。

设 A 和 B 独立且分别服从 Wishart 分布 W (Σ,m) 和 W (Σ, n)，这里 m ≥ p, n ≥ p (p
是矩阵

∑
的阶)。设 θ1 ≥ θ2 ≥ ... ≥ θp 是行列式方程

|A− θ(A + B)| = 0
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的根。许通过复杂的计算证明了 θ1, ..., θp 的联合密度等于一个常数乘以下式

p∏

i=1

θ
1
2
(m−p−1)

i

p∏

i=1

(1− θi)
1
2
(n+p−1))

p∏

i=1

p∏

j=i+1

(θi − θj).

设上述公式 (1) 中的 A 和相应的 Σ 有如下分块：

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

其中 A11 和 Σ11 都是 p1 阶方阵，A22 和 Σ22 都是 p2 阶方阵。样本的典型相关系数和

总体的典型相关系数分别是下列方程的根
∣∣∣∣∣
−λA11 A12

A21 −λA22

∣∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣∣
−λΣ11 Σ12

Σ21 −λΣ22

∣∣∣∣∣ = 0.

许宝騄找到了正则化样本典型相关系数的渐近分布。(见 [35] 的 142-149 页)
当 A 与 B 相互独立，A 服从非中心 Wishart 分布而 B 服从中心 Wishart 分布

时，许研究了行列式方程

|A− φB| = 0

的根的联合分布，在一定条件下给出了它们的渐近分布。(见 [35] 的 129-140 页)
序列相关用于检验具有相同正态分布的随机变量 X1, X2, ..., XN 的独立性，采用统

计量 T = Q/S，其中

Q =
N∑

i,j=1

aij(Xi − X̄)(Xj − X̄), S =
N∑

i=1

(Xi − X̄)2.

设 aij 依赖于 N，许在一定条件下给出了 N 无限增大时 T 的分布函数的渐近展

式。(见 [35] 的 224-228 页)
此外，许研究了样本量无限增大时函数 f(ū1, ..., ūk) 的极限分布，这里 ū1, ..., ūk

是独立样本的均值向量。利用均值的中心极限定理和函数 f(·) 的泰勒展开，许得到结
论；极限分布为正态分布或正态变量平方的加权和的分布 (若线性项的方差趋于 0)。许
利用他的一般结果得到了很多检验统计量特别是多元分析中统计量的渐近分布。

(5) 许宝騄对概率论及其应用的重要贡献主要来自使用特征函数方法的完美技巧，
他是一位名副其实的特征函数方面的行家 [6]。文章 [22] 是对 Berry 结果的重大推进。
设 ξ1, ξ2, ..., ξn 是 n 个独立同分布的随机变量，Eξi = 0, Eξ2

i = 1 (i = 1, ..., n) (即均值
为 0，方差为 1)，令

ξ̄ =
1
n

n∑

i=1

ξi, η =
1
n

n∑

i=1

(ξi − ξ̄)2,

并以 Φ(x) 记标准正态分布函数。一个从理论和应用的角度都引人注目的问题是 ξ̄ 和 η

在适当正则化后向标准正态分布变量收敛的速度 (当 n 增大时)。在这方面，Cramér 得
到 Fn(x) , P (

√
nξ̄ ≤ x) 的渐近展式

Fn(x) = Φ(x) + ψ(x) + R(x),
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其中 ψ(x) 和 R(x) 是与 ξ1 的分布及 n 有关的有特定形式的函数，limn→∞R(x) =
0。Berry 则给出了 Fn(x) 与 Φ(x) 之差的一致估计：

|Fn(x)− Φ(x)| ≤ Aβ3n
− 1

2 (对一切 x),

其中 β3 = E|ξ1|3，A 是绝对常数 (不依赖于 n，也不依赖于 ξ1 的分布)。
在 [22] 中，许对 Berry 的方法进行了推广，不仅给上述 Cramér 的结果的一个简

单证明，而且他用样本方差 η = 1
n

∑n
i=1(ξi − ξ̄)2 取代样本均值 ξ̄ = 1

n

∑n
i=1 ξi 后，对相

应的

Gn(x) = P (
√

n(η − 1)/(
√

α4 − 1) ≤ x)

(α4 = Eξ4
1) 进行了深入研究，在 α6 = Eξ6

1 < ∞ 且 α4 − 1− α2
3 6= 0 (α3 = Eξ3

1) 的条件
下证明了

|Gn(x)− Φ(x)| ≤ A√
n

(
α6

α4 − 1− α2
3

)
3
2 (对一切 x),

其中 A是绝对常数。许还在条件 Eξ2k < ∞(对某个 k > 3)下得到 Gn(x)的渐近展式，
其余项有明确的上界。

(6) 许宝騄在概率论方面另一基础性的有深刻影响的工作是在加强独立随机变量
列强大数律结论方面所作的努力。设 {ξn, n ≥ 1} 是独立同分布均值为 µ 且方差有限

的随机变量列，许和 Robbins 在他们合作的论文 [23] 中首先证明了下列结论：对任
何 ε > 0， ∞∑

n=1

P (| 1
n

n∑

k=1

ξk − µ| ≥ ε) < ∞. (2)

这是比强大数律 ( 1
n

∑n
k=1 ξk 概率为 1 地收敛于 µ) 更强的结论。当 (2) 式成立时，[23]

中称 1
n

∑n
k=1 ξk 完全收敛于 µ。“完全收敛” 的概念提供了一个加强大数定律结论的方

向，引起了广泛的注意，许多中外学者沿着这一方面继续工作。在 [23] 中还提出了猜
测：方差有限还是 (2) 成立的必要条件。两年后，著名数学家 P. Erdös 证明了这个猜
测是正确的。

(7) 二十世纪四十年代前后，一个挑战性问题是寻求行内独立随机变量三角阵列行
和的弱极限问题的彻底解决，引起象 Levy, Feller, Kolmogorov 和 Gnedenko 等著名学
者的关注。许宝騄参加了这一竞争并且证明了自己是一个强者。文 [24] 原来是他 1947
年给钟开莱教授的一份手稿，1968 年这篇手稿作为 Gnedenko 和 Kolmogorov 合著的
《独立随机变量和的极根分布》一书的英译本的附录公开发表。在这篇文章里，许独立

于 Gnedenko(但比后者稍后) 也得到了三角阵列的独立和依分布收敛到某一无穷可分布
的必要充分条件，而且在方法上很有特色。

(8) 许宝騄十分喜爱特征函数这一概率统计的重要工具，不仅多次用来推导许多随
机变量的概率分布，计算检验的功效函数，确定随机序列的极限分布，给出多种估计的

界限，而且对特征函数本身证明了一些深刻的定理。

设随机变量 X 的分布函数是 F (x)，则特征函数是

f(t) =
∫ +∞

−∞
eitxdF (x).

11



许在 [25] 中用 f(t) 在小区间 (−δ,+δ)(某个 δ > 0) 上的性态给出了 X 的 β 阶绝对矩

Mβ(F ) =
∫ +∞

−∞
|x|βdF (x) < ∞

的充要条件。在 [26] 中研究了特征函数 f(t) 在 (−∞,+∞) 上的值能否由小区间
上 (−δ,+δ) 的值完全确定的问题。这个问题与著名的矩问题有关联：什么情形下随机
变量的概率分布完全由其各阶矩所完全确定。Gnedenko 首先造出了一个例子，表明有
两个不同的特征函数，它们的小区间 (−δ,+δ) 上处处相等。许宝騄把这种不能由小区
间上的值完全决定在 (−∞,+∞) 上的值的特征函数 f(t) 称为属于类 (Ū)。许找出了
类 (Ū) 的三个子类。第一个子类是最简单的，但已包括了当时已有的各个例子；第二
个子类是由一部分稳定分布对应的特征函数组成；第三个子类是由所有这样的分布函

数 F (x) 的特征函数组成，F (x) 有密度 p(x) 且

p(x) = O[exp(− |x|
ψ(|x|))] (|x| → ∞),

这里 ψ(x) 是下列函数之一：

(lnx)λ, (lnx)(lnlnx)λ, ... (λ > 1)

(9) 许宝騄对矩阵这一代数工具运用娴熟，而且证明了一些深刻的定理。在 [27] 中
对复数域上的方阵研究变换：

A → B = PA(P̄ )−1,

其中 P 是非奇异矩阵，P̄ 是由 P 的元素取共轭得到的矩阵。若两个方阵 A 和 B 可以

通过这种变换由其中一个变为另一个，则称 A 与 B 相似。[27] 中给出了这种变换下所
有矩阵的法式 (标准形) 以及判断二矩阵相似的充要条件。

在 [28] 中研究了矩阵偶的一种变换。设 A1 和 A2 是复数域上大小相同的两个矩

阵，研究变换：

A1 → B1 = PA1Q, A2 → B2 = PA2Q̄,

其中 P 和 Q 都是非奇异的方阵。这个变换乃是将矩阵偶 (A1, A2) 变为 (B1, B2)。两个
矩阵偶叫做相互等价的，若这两个偶可经上述变换由一个变为另一个。许找出了在等价

关系下所有矩阵偶的法式 (标准形)，并给出了两个偶等价的充要条件。
文 [29] 是许的一篇长文 (中文 38 页，英译文有 54 页)。对厄密特矩阵和对称矩

阵 (或斜对称矩阵) 的联合变换进行了深入研究。设 A1 是厄密特矩阵，A2 是对称矩阵

或斜对称矩阵。对 (A1, A2) 施行下列变换：

A1 → B1 = PA1(P̄ )T , A2 → B2 = PA2P
T ,

其中 P 是非奇异矩阵，T 表示转置。称 (A1, A2) 与 (B1, B2) 是相合的，若在上述变换
下可由一个变为另一个。通过复杂的推理和计算得到了下列结果：
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(i) 设 A1 是任何厄密特矩阵，A2 是任何对称阵，给出了在相合关系下 (A1, A2) 的
所有可能的法式 (共有 7 种形式)，并给出了判断两个这种偶相合的充要条件；

(ii) 设是 A1 任何厄密特矩阵，A2 是任何斜对称矩阵，给出了在相合关系

下 (A1, A2) 的所有可能的法式 (共 8 种形式)，并给出了判断两个这种偶相合的充
要条件。

这些结论是对矩阵论的重要贡献，在推导过程中表现出许先生处理矩阵的高度技

巧与深入细致的严谨学风。

(10) 许在 [30] 中研究了马氏过程转移函数的可微性，状态空间是 n 维欧氏空

间而其轨道是纯跳跃的。设 X 是欧氏空间，F 是 X 中全体 Borel 集组成的集合
系。p(t, x, E) 是齐次马尔可夫过程的转移函数，即是过程于时刻 s 处于 x 的条件下在

时刻 t + s 所处状态属于集合 E 的概率 (x ∈ X, t > 0, E ∈ F)。[30] 在很一般的条件下
论证了 p(t, x, E)对 t的可微性，并给出了 p(t, x, E)的积分表达式。所得结果是 Austin
等人关于可列状态空间转移概率 pij(t) 的有关性质的推广。所用的方法尤为初等，所获
得的结果倒是更精确一些。

除了上述十个方面外，许宝騄和他领导的讨论班在试验设计和次序统计量等方面

都有许多很好的工作，其中部分成果是以 “班成” 的笔名写成论文发表 ([31]、[32])。
在 [31] 中对 m 个结合类的部分平衡不完全区组 (PBIB) 设计进行了系统研究，对一
些参数组对应的 PBIB 设计的存在性和具体构造给出了明确的答案；在 [32] 中对次
序统计量进行了研究。设 X1, ..., Xn 是相互独立同分布的随机变量，共同分布函数

是 F (x)，ξ
(n)
1 ≤ ... ≤ ξ

(n)
n 是其次序统计量。在 [32] 中研究了不固定名次边项和非正则

中间项 ξ
(n)
kn

(kn →∞, kn/n → λ ∈ [0, 1)) 的极限分布问题。在一些附加条件下证明 ξ
(n)
kn

在正则化后的极限分布是下列三种之一：

φ1(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt

φ2(x) =





0 x ≤ 0
1√
2π

∫ αlnx+β
−∞ e−

t2

2 dt x > 0, α > 0

φ3(x) =





1 x ≥ 0
1√
2π

∫ αln|x|+β
−∞ e−

t2

2 dt x < 0, α > 0

并分别给出了共同分布 F (x) 属于 φi(x) 的吸引场的条件 (i = 1, 2, 3)。
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